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Resumo:Este minicurso apresenta um estudo dirigido de um sistema de EDO
tridimensional sobre uma variedade de contato (M, ), em coordenadas cilindricas (1,0, z),
cujo conjunto limite é uma hélice — a orbita de Reeb sobre o cilindro unitdrio r = 1. O
sistema dm® combina a forma normal de Hopf r(1 —r?) com um acoplamento e(r —1)e™*
que decai exponencialmente com a altura. O resultado principal: para toda condicao inicial
comr(0) > 1, a trajetdria converge exponencialmente a hélice com taza u — —2, enquanto
2(t) cresce linearmente. Ezperimentos numéricos de alta precisio (DOP853, rtol=10"1°)
confirmam o atrator e corrigem a estimativa simétrica de Gronwall, |r — 1| < 1/3: a
fronteira interna real da bacia € assimétrica, em r, =~ 0,80. O curso conecta o estudo com
a formalizagio em Lean 4 / Mathlib 4 (projeto AXLE), exibindo a cadeia G = UoFoKoC
e a obrigacao k-Lipschitz ainda em aberto. Pré-requisitos: EDO a nivel de graduagdo.

Palavras-chave:variedades de contato; atratores helicoidais; estabilidade exponencial;
sistemas dindmicos; verificacao formal.

1 INTRODUCAO

Uma variedade de contato de dimensao 3 é um par (M, £) em que & = ker o é um campo
de planos totalmente nao-integravel, a A daw # 0. O protétipo é R? com coordenadas
(r,0,2) e a = dz — r2df; o campo de Reeb é R = 0., e qualquer curva sobre » = 1 com

0 = Z =1 é uma Orbita de Reeb — a hélice modelo I'. A nao-integrabilidade for¢a limites
periodicos planos a virarem hélices em dimensao 3.

O curso usa essa geometria para estudar um sistema dissipativo cujo atrator é uma
hélice — o sistema dm?®. Objetivos: (i) introduzir geometria de contato via exemplo
resolvido; (ii) enunciar um teorema de convergéncia exponencial; (iii) mostrar como
experimentos numeéricos rigorosos corrigem estimativas analiticas (o raio de Gronwall);
(iv) conectar a verificacao formal em Lean 4 via o projeto AXLE.
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2 O SISTEMA DM’ E O TEOREMA PRINCIPAL
Consideramos o sistema auténomo, com € = 2 ao longo de todo o curso:
F=r(l—r)+e(r—1e? =1, i=r’—g@r—1)7%" (1)
A equagdo radial é a forma normal de Hopf, (1 — r?), mais um acoplamento e(r — 1)e™*

que se anula em 7 = 1 e decai com z. A rotacdo é uniforme; ao longo de r =~ 1, Z ~ 1,
produzindo crescimento linear em z.

A
r(0)>1 i& 2Chélice 7 = 1

Fig. 1: Atrator helicoidal I' sobre o cilindro unitario » = 1. Uma trajetéria com r(0) > 1 (azul) espirala
radialmente em direcdo a I' (vermelho) enquanto ascende em z; a fronteira interna da bacia estd em
T+« ~ 0,80, ndo em r = 2/3.

Teorema 2.1 (Atrator helicoidal, bacia externa) Seja (r(t),0(t),z(t)) solugio de
(1)) com r(0) > 1. Entao: (i) |r(t) — 1| — 0 ezponencialmente, com p — —2 quando
z — oo; (i) 2(t) — 1 e z(t) € estritamente mondtona crescente para t grande; (iii) a
trajetéria converge em C° a hélice de Reeb T' = {r =1, 2 = 1}.

Esbocgo. A linearizagdo em r = 1 tem autovalor —2; o termo e(r —1)e™* desaparece no
limite z — oo, de modo que o expoente assintotico ¢ exatamente y = —2. Um argumento
de Gronwall d& contracdo transversal desde que |[r — 1| < g9 = 1/3. Pré-compactness e
invariancia de {r > 1} (que se verifica diretamente em ([])) estendem a conclusdo para
toda a bacia externa.

3 ACHADOS NUMERICOS E CORRECAO DA BACIA

Integramos (1)) com DOP853 (rtol = 107'%) atol = 107'?) e ajustamos log |r(t) — 1]
por minimos quadrados em t € [0,5; 5]. Os resultados (Tab. [1)) confirmam a convergéncia
e mostram que p tende a —2 por baizo conforme € = r(0) — 1 cresce.

A correcao pedagogica central do curso: a bola simétrica |r — 1| < 1/3 classifica como
convergentes trajetérias com r(0) € (2/3, 0,80) que de fato escapam para z — —oo em
tempo finito, devido a amplificacdo exponencial de e™* quando z cai. O enunciado correto
¢é assimétrico.
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r(0) —1 | taxa i | r(0) min 2
40,10 | —1,849 | 0,90 40,15
+0,33 | —1,890 | 0,80 | —0,02 (limiar)
+0,50 | —1,907 | 0,70 | —0,18 (colapsa)
+1,00 | —1,932 | 0,50 | —0,48 (colapsa)
+1,50 | —1,959 | 0,30 | —0,93 (colapsa)

Tab. 1: Taxa de decaimento radial (esq.) e monotonicidade de z (dir.) em 24 6rbitas. Bacia externa
converge uniformemente; fronteira interna empirica em r, ~ 0,80, ndo em 2/3 como preveria o raio
simétrico de Gronwall.

4 FORMALIZAGAO EM LEAN 4 E ESTRUTURA DO
MINICURSO

O projeto AXLE (Lean 4 + Mathlib 4, zero axiomas adicionais) formaliza a cadeia
G = UoFoKoC dos operadores Compress, Threshold, Fold, Unfold como estruturas sobre
espagos métricos/normados. O teorema central Spiral Return é enunciado; a obrigacao-
chave em aberto é kappa_lipschitz (AXLE Issue #12), que fecharia a versao formal do
Teorema [2.11

O minicurso terd trés sessoes de 60 min: (S1) geometria de contato e o sistema dm?,
com simulador interativo na web; (S2) teorema principal, esbogo da prova de Gronwall e
revisao critica do raio g = 1/3 via bacia assimétrica; (S3) esqueleto Lean 4: inspecao de
Chain.lean, discussao da sorry aberta e convite a contribuicao. Pré-requisitos: EDO a
nivel de graduagao; Lean 4 nao é pressuposto. Todo o material — c6digo Python, figuras,
fontes KTEX e Lean — estda em acesso aberto em https://github.com/TOTOGT/GTCT) e
em https://totogt.github.io/3M/, com DOI 10.5281/zenodo.19117400.

5 CONCLUSOES

O dm? retine, em um exemplo enxuto, trés ideias raramente acopladas na graduacio:
geometria de contato como moldura para sistemas com rotacao persistente; integracao
numeérica de alta precisdo como correcao de estimativas analiticas; e verificagao formal
em Lean 4. A bacia interna assimétrica (r. =~ 0,80, nao 0,75) permanece um problema
aberto para iniciagao cientifica. Seu estudo € seu. Ninguém pode tird-lo de voce.
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