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Modalidade e Duracao

Modalidade: Oficina (atividade prética-coletiva). Duragdo: 2 horas, em um tnico encontro.
Publico-alvo: estudantes de graduacdo em Matemadtica (a partir do segundo periodo) e profes-
sores da educacao béasica interessados em conexdes entre recorréncias lineares, algebra e dindmica
discreta. Pré-requisitos: calculo diferencial de uma variavel e nocoes de dlgebra linear (autovalores
de matrizes 2 x 2).

Resumo

Esta oficina propde uma exploracdo hands-on de uma familia de recorréncias lineares que chamamos
de k-nacci: a generalizagao da sequéncia de Fibonacci em que cada termo é soma dos k anteriores.
Comecando com k = 2 (Fibonacci classico, cuja razao durea ¢ ~ 1,618 é a raiz dominante do polindémio
caracteristico 2% = x + 1), os participantes, divididos em grupos, computam manualmente as raizes
dominantes dos polindémios caracteristicos para k = 3,4,5,6 (Tribonacci, Tetranacci, Pentanacci,
Hexanacci), e juntos constroem no quadro a Escada de Recorréncia m — @ — u—n— A — X — Q,
observando que a razao dominante 75 converge monotonicamente para o valor limite 7 = 2 quando
k — oo.

O objetivo central é triplo: (i) tornar tangivel o conceito de polindémio caracteristico de uma recorréncia
linear; (ii) oferecer uma experiéncia coletiva de descoberta matematica, em que cada grupo contribui
com um degrau da escada e o padrao emerge apenas pela combinagao das contribuigoes; e (iii) conectar
um tema classico de combinatéria enumerativa (sequéncias de Fibonacci generalizadas) a uma ideia
geométrica contempordnea — a de que 7 = 2 funciona como um limiar na dindmica de sistemas
recorrentes, além do qual o comportamento qualitativo muda.

A oficina tem cardter experimental-didatico: grupos pequenos (3 a 4 pessoas) recebem cada um um
valor de k e uma folha de trabalho; apresentam a raiz dominante obtida; a escada é construida
coletivamente. O fechamento retoma o significado pedagégico de 7 = 2 como fronteira entre regimes
dindmicos “subcriticos” e “supercriticos”, abrindo caminho para discusstes em sistemas dindmicos,
modelagem biolégica e dindmica de populagoes.

Objetivos de Aprendizagem

Ao final da oficina, espera-se que os participantes sejam capazes de:
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1. Formular o polinémio caracteristico de uma recorréncia linear de ordem k da forma a, = a,_1 +
(p—2 + -+ ap—k;

2. Localizar numericamente (por bissecgdo ou método de Newton) a raiz dominante 7 no intervalo
(1,2);

3. Reconhecer o padrao 7, 2 e justifici-lo analiticamente por meio da observagao de que pi(2) =1
para todo k;

4. Discutir em grupo o significado qualitativo de 7 = 2 como limiar dindmico, e relacionar a escada
de recorréncia a tépicos afins (sequéncias de Padovan, Lucas, problemas de pavimentagao).

A Escada de Recorréncia — Contetido Matematico

(k)

Para cada inteiro k > 2, define-se a sequéncia k-nacci (ar’) pela recorréncia

aglk) = a;k_)l + aglk_)Q 4+ -+ afﬁ o com condicOes iniciais apropriadas.

Sua equagdo caracteristica é
aF =2 2P 2 o 40 41, ou equivalentemente py(z) = ¥t — 22F 41 = 0.

A raiz dominante 73, € (1,2) — tnica neste intervalo — governa o crescimento assintético da sequéncia:
k
af ~C- 7.

A Tabela 1 apresenta os sete primeiros degraus da escada, com nomenclatura grega adotada para
expor a estrutura de saltos da escada (cada nome rotula uma posigao especifica no espectro).

Simbolo Nome k  Raiz dominante 7y
v (basal, perfodo) — 1,000000--- (ponto fixo)
%) Fibonacci 2  1,618033988---
I Tribonacci 3 1,839286755---
n Tetranacci 4  1,927561975---
A Pentanacci 5  1,965948236- - -
¥ Hexanacci 6 1,983582843---
Q Heptanacci 7 1,991964197---
T (limite) oo 2,000000000-- -

Tabela 1: A Escada de Recorréncia — sete degraus mais o limite.

O fato-chave — a ser descoberto coletivamente na oficina — é:

. . s 1
lim 7 = 2, com a estimativa assintética 2—Tp ~ o5
k—o00 2

A prova elementar combina duas observagdes: (i) pp(2) = 2+t — 281 11 =1 > 0, indicando que 2
nunca é raiz; (ii) p}.(2) — oo, de modo que a raiz “aproxima-se de 2” na taxa geométrica acima.

Metodologia Pratica-Coletiva

A oficina organiza-se em cinco blocos, totalizando 120 minutos.

Materiais: quadro-branco com espago para a escada completa; calculadora ou celular; folhas A4
impressas com o roteiro (uma por grupo). Sem exigéncia de laboratério.
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Tempo Atividade

0-15 min Introducao. Revisao rapida da recorréncia de Fibonacci, demonstragao
da solugao geral via polindmio caracteristico, motivagdo da pergunta: o
que acontece se somarmos mais termos?

15-45 min Trabalho em grupos. Cada grupo recebe um k € {3,4,5,6,7} e folha de
trabalho: (a) escrever a recorréncia; (b) formar o polindémio caracteris-
tico; (c) localizar 7 por bissecgao ou Newton (calculadora permitida).

45-75 min Apresentagoes. Cada grupo escreve no quadro o seu degrau 7. O facili-
tador constréi a escada completa em tempo real, rotulando cada degrau
com o simbolo grego correspondente.

75-100 min  Sintese matemética. Discussdo coletiva: por que nenhum 7y atinge 29
Prova da identidade pg(2) = 1. Observacdo empirica de que 2 — 7,
decresce exponencialmente; justificativa heuristica.

100-120 min  Extenstes e conexdes. Sequéncia de Padovan; pavimentacoes de domi-
nos; crescimento populacional em modelos de Leslie; mencao a ocorréncia
de 7 = 2 como limiar em sistemas dindmicos continuos (ODE dissipati-
vas, gastos energéticos em organismos). Encerramento: lista de leitura
sugerida.

Tabela 2: Cronograma de 120 minutos, encontro tnico.

Relevancia para os Eixos Tematicos da Bienal

A oficina articula-se naturalmente com o eixo de Matemdtica e suas Aplicagées, por situar uma familia
classica de recorréncias em contato com ideias contemporaneas de dindmica. Ao mesmo tempo, por
seu formato acessivel e coletivo, dialoga com o eixo de Formacio de Professores e com a Matemdtica
na Educacdo Bdsica, oferecendo a professores uma atividade replicdvel em sala de aula de ensino médio
(com adaptagoes no grau de formalizagao da convergéncia).
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